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ΔΕΥΤΕΡΑ 06 – 06 – 2022 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ ΤΗΣ 

Γ ́ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ ΣΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  

ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ ΚΑΙ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ 

 
 
Θέµα Α 
 
Α1 Σελ. 186 (Σχ. Βιβλίο) 

Α2 Σελ. 142 (Σχ. Βιβλίο) 

Α3 Σελ. 161 (Σχ. Βιβλίο) 

Α4 α) Σωστό 
 β) Σωστό 
 γ) Σωστό 
 δ) Λάθος 
 ε) Λάθος 
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Θέµα Β 
 
   f: −∞, 1( ⎤⎦ →    f (x) = x4 − 2x2 + 1  
   g: 0, + ∞⎡⎣ ) →     g(x) = x   
 

Β1. 
  
Df g =

x ∈ Dg

g(x) ∈ Df

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
=

x ≥ 0

x ≤ 1

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
= x ≥ 0

x ≤ 1
⎧
⎨
⎩

  

 
 άρα  Df g = 0, 1⎡⎣ ⎤⎦ ≠ ∅  οπότε ορίζεται η σύνθεση

  f  g( ) (x) = f g(x)( ) = g4(x) − 2g2(x) + 1   

  = x2 − 2x + 1 = x − 1( )2
  

 µε  Df g = 0, 1⎡⎣ ⎤⎦  
 
Β2.  h(x) = x2 − 2x + 1, x ∈ 0, 1⎡⎣ ⎤⎦  παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική µε

 ′h (x) = 2x − 2 = 2 x − 1( ) < 0  στο  0, 1( )  και h συνεχής στο 0, 1⎡⎣ )  άρα h 

γνήσια φθίνουσα οπότε h: 1 − 1  στο 0, 1⎡⎣ ⎤⎦   

 Η h είναι συνεχής και   hA.   

 Το σύνολο τιµών της h είναι: 

 
 
h[0,1] = h 1( ), h 0( )⎡⎣ ⎤⎦ = 0,1⎡⎣ ⎤⎦   

 Εύρεση τύπου h
−1   

  y = h(x)   

  y = x − 1( )2
⇔ y = x − 1 ⇔ − x − 1( ) = y ⇔   

       −x + 1 = y ⇔   

       x = 1 − y   

  f
−1 y( ) = 1 − y , y ∈ 0, 1⎡⎣ ⎤⎦   

 Μετονοµάζοντας f
−1(x) = 1 − x , x ∈ 0, 1⎡⎣ ⎤⎦   
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Β3. i. 

 

Φ(x) =

h−1(x)
1 − x

, x∈ 0, 1⎡⎣ )
1
2

, x = 1

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

=

1 − x
1 − x

, x ∈ 0, 1⎡⎣ )
1
2

, x = 1

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  

   Έλεγχος συνέχειας στο 0, 1⎡⎣ ⎤⎦   

    

 

lim
x→1−

ϕ(x) = lim
x→1−

1 − x
1 − x

= lim
x→1−

1 − x

1 − x( ) 1 + x( ) = 1
2

  

    και
 
ϕ 1( ) = 1

2
  

    Άρα

 

ϕ 0( ) = 1

ϕ 1( ) = 1
2

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
ϕ 0( ) ≠ ϕ 1( )   

    Εποµένως ισχύουν οι συνθήκες του Θ.Ε.Τ. 

ii. Θεωρούµε λ(x) = ϕ(x) − ηµα   

    • Η λ συνεχής στο  0, 1⎡⎣ ⎤⎦  ως διαφορά συνεχών 

    •  λ 0( ) = ϕ 0( ) − ηµα = 1 − ηµα > 0   

    
 
λ 1( ) = ϕ 1( ) − ηµα = 1

2
− ηµα < 0   

    διότι 
 

π
6

< α < π
2

  

    
  
⇒
ηµ B

ηµ π
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
< ηµα < ηµ π

2
  

   
 

1
2

< ηµα < 1   

   
 

1
2

− ηµα < 0   

   Εποµένως, ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ. Bolzano οπότε υπάρχει 

    x0 ∈ 0, 1( )  έτσι ώστε  λ x0( ) = 0 ⇔ ϕ x0( ) = ηµα   
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Θέµα Γ 
 

Γ1. Το  Ο 0, 0( ) ∈Cf ⇔ f 0( ) = 0   

 
 
′f (x) =

−2, x < −1
3x2 − 1, x > −1

⎧
⎨
⎩

  

 Για x < −1   ′f (x) = −2,   

    ′f (x) = −2x( )′   η f είναι συνεχής στο διάστηµα  −∞, − 1( ⎤⎦   

 άρα από Συν. Θ.Μ.Τ 

   f (x) = −2x + c1, c1∈   

 Για x > −1   ′f (x) = 3x2 − 1   

 
 
′f (x) = x3 − x( )′  η f είναι συνεχής στο διάστηµα  −1, + ∞⎡⎣ )   

 άρα από Συν. Θ.Μ.Τ. 

   f (x) = x3 − x + c2 , c2 ∈   (1) 

 όµως 0, 0( ) ∈Cf ⇔ f 0( ) = 0   

 (1) ↔
x=0

f 0( ) = c2 ⇔ c2 = 0   

 οπότε f (x) = x3 − x, x > −1  

 Αφού η f είναι συνεχής στο x0 = −1  πρέπει 

 
 
lim

x→−1−
f (x) = lim

x→−1+
f (x) = f −1( )  

 
 
lim

x→−1−
−2x + c1( ) = lim

x→−1+
x3 − x( )   ⇔ 2 + c1 = 0 ⇔ c1 = −2   

 Άρα
 
f (x) =

−2x − 2, x < −1
x3 − x, x > −1

⎧
⎨
⎩

  

 Επίσης
 
f −1( ) = lim

x→−1+
x3 − x( ) = 0   
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 άρα
 
f (x) =

−2x − 2, x ≤ −1
x3 − x, x > −1

⎧
⎨
⎩

  

 

Γ2. Για x0 > −1  έχουµε f (x) = x3 − x  παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική

 ′f (x) = 3x2 − 1   

 Εξίσωση εφαπτοµένης στο x0   

  ε( ): y − f x0( ) = ′f x0( ) x − x0( )   

 όµως  Α 0, − 2( ) ∈ ε( ) ⇔ −2 − f x0( ) = ′f x0( ) −x0( )   

  
−2 − x0

3 − x0( ) = 3x0
2 − 1( ) −x0( )   

  − 2 − x0
3 + x0 = −3x0

3 + x0   

  2x0
3 = 2 ⇔ x0 = 1   

  Άρα ε( ): y − f 1( ) = ′f 1( ) x − 1( )   

  y − 0 = 2 x − 1( )   

  y = 2x − 2   

	  

Γ3.  
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 Έστω  Μ x, y( )  το σηµείο της ευθείας µε x > 2   

 Σύµφωνα µε την εκφώνηση η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι ο χρόνος.  

 Οπότε 
 
Μ x t( ) , y t( )( )  και

 
M ∈ ε( ) ⇔ Μ x t( ) , 2x t( ) − 2( )   

 Από τα δεδοµένα
 
Κ x t( ) , 0( )   

 Εποµένως,
 
Ε t( ) = 1

2
ΚΓ( ) ⋅ ΜΚ( )   

 
 
= 1

2
x t( ) − 2 ⋅ y t( )   

 
 

=
x t( ) > 2 >1 1

2
x t( ) − 2( ) ⋅ 2x t( ) − 2( )   

 
 
E t( ) = x t( ) − 2( ) x t( ) − 1( ) = x2 t( ) − 3x t( ) + 2   

Η  E t( )  είναι παραγωγίσιµη στο 2, + ∞( )  ως πολυωνυµική µε

  ′Ε t( ) = 2x t( ) ⋅ ′x t( ) − 3 ′x t( )   
Την χρονική στιγµή t = t0  γνωρίζουµε ότι το σηµείο Μ ταυτίζεται  

µε το Β 3, 4( )  άρα  x t0( ) = 3.   

Έχουµε  ′x t0( ) = 2µ./sec  οπότε  ′Ε t0( ) = 2x t0( ) ′x t0( ) − 3 ′x t0( )   

 = 2 ⋅ 3 ⋅ 2 − 3 ⋅ 2   

 = 6 µ./sec   

 

Γ4. 
 
lim
x→−∞

ηµf (x)
f (x)

+ f (−x)
1 − x3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=   

 Έχουµε 
 
Α = lim

x→−∞

ηµf (x)
f (x)

= lim
κ→−∞

ηµκ
κ

= lim
κ→−∞

1
κ

⋅ ηµκ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  

 Θέτουµε  κ = f (x)  οπότε 

  x → −∞,  ο τύπος  f (x) = −2x − 2  δίνει  κ → +∞   
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 Όµως,
 
−1 ≤ ηµκ ≤ 1 ⇔

κ→+∞

1
κ
>0

 
 
− 1
κ

≤ 1
κ
ηµκ ≤ 1

κ
  

 

 

lim
κ→+∞

− 1
κ

= 0

lim
κ→+∞

1
κ

= 0

⎫

⎬
⎪⎪

⎭
⎪
⎪

→ Α = 0   (Κριτήριο Παρεµβολής) 

 

 

Β = lim
x→−∞

f (−x)
1 − x3

Θέτουµε λ=−x
x→−∞, λ→+∞

lim
λ→+∞

f λ( )
1 − −λ( )3 = lim

λ→+∞

λ3 − λ
1 + λ3 = lim

λ→+∞

λ3

λ3 = 1  

 Άρα
 
lim
x→−∞

ηµf (x)
f (x)

+ f (−x)
1 − x3

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ = Α + Β = 0 + 1 = 1   

  

 

Θέµα Δ 
Δ1   f: 0, + ∞( ) →     f (x) = x − ln 3x( )   
 Η f παραγωγίσιµη ως πράξεις παραλληλογράµµων µ. 

 
 
′f (x) = 1 − 1

3x
3x( )′ = 1 − 1

x
= x − 1

x
  

 
 Προκύπτει ο πίνακας µεταβολές της ′f (x)   
  

 
 
 Η f συνεχής στο 0,1( ⎤⎦  και γνησίως φθίνουσα άρα

 
 
f 0,1( ⎤⎦

= f 1( ) , lim
x→0+

f (x)⎡
⎣⎢ ) = 1 − ln 3, + ∞⎡⎣ )   

 διότι
 
lim
x→0+

ln 3x( )
Θέτουµε κ=3x
x→0+ , κ→0+

lim
κ→0+

ln κ = −∞  
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 Εποµένως, 0 ∈ f 0,1( ⎤⎦  οπότε υπάρχει x1∈ 0, 1( )  ώστε  f x1( ) = 0  και είναι 

 µοναδικό αφού η f: γνησίως φθίνουσα στο 0, 1( ⎤⎦   
 
 Η f συνεχής 1, + ∞⎡⎣ )  και γνησίως αύξουσα άρα

 
 
f 1, +∞⎡⎣ ) = f 1( ) , lim

x→+∞
f (x)⎡

⎣ ) = 1 − ln 3, + ∞⎡⎣ )  

 διότι 
 
lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x − ln 3x( )( ) = lim
x→+∞

x 1 −
ln 3x( )

x

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = +∞   

 αφού
 
lim
x→+∞

ln 3x( )
x

=
dLH

lim
x→+∞

1
x

= 0.  (διότι είναι +∞
+∞

 α. µορφή) 

 Εποµένως, 
 
0 ∈ f 1, +∞⎡⎣ )  οπότε υπάρχει x2 ∈ 1, + ∞( )  ώστε f x2( ) = 0  και  

 είναι µοναδικό αφού η f: γνησίως αύξουσα στο 1, + ∞⎡⎣ )   

 Άρα, η f έχει 2 ακριβώς ρίζες x1, x2  µε x1 < 1 < x2   
 

ii. H f παραγωγίσιµη ως διαφορά δύο παραγωγίσιµων µε 
 
′f (x) = 1 − 1

x
  

 Η ′f  παραγωγίσιµη ως διαφορά δύο παραγωγίσιµων   

 µε 
 
′′f (x) = 1

x2 > 0 ∀ x ∈ 0, + ∞( )  

 και f συνεχής στο 0, + ∞( )  άρα f: κυρτή στο 0, + ∞( )  

 
Δ2 Η f (x) ≤ 0  για κάθε x ∈ x1, x2⎡⎣ ⎤⎦  διότι x1 < x < 1  και  f A τότε: 0 > f (x)  όµοια 

 για 1 < x < x2  και  f B τότε: 0 > f (x)   

 
 

Ε = f (x) dx
x1

x2∫ = − f (x) dx
x1

x2∫ = − x − ln 3x( )dx
x1

x2∫ = ln 3x − x2

2
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

x1

x2

x1

x2∫ =  

 
 
= (x ′) ln 3x dx

x1

x2∫ − x2
2 − x1

2

2
= x ln 3x⎡⎣ ⎤⎦x1

x2 − dx
x1

x2∫ − x2
2 − x1

2

2
=  

 
 
= x2 ln 3x2 − x1 ln 3x1 − x2 − x1( ) + x1 − x2( ) x1 + x2( )

2
=  

 
 
= x2

2 − x1
2 − x2 − x1( ) − x2 − x1( ) x1 + x2( )

2
= x2

2 − x1
2

2
− x1 − x2( )   

 
 
= x2 − x1( ) x2 + x1

2
− 1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 1

2
x2 − x1( ) x1 + x2 − 2( )  
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Δ3  Γνωρίζoυµε ότι Ε > 0  άρα x1 + x2 − 2 > 0   διότι x2 − x1 > 0,  αφού x1 < x2   
 άρα x1 + x2 > 2 ⇔ x2 > 2 − x1    
 Επίσης x1 < 1 < x2   
  −x1 > −1   
  2 − x1 > 1  
 οπότε 1 < 2 − x1 < x2   
 H   f B στο 1, + ∞⎡⎣ )  οπότε f 2 − x1( ) < f x2( )  ή  

  f 2 − x1( ) < 0   

 
Δ4  Θεωρούµε  h(x) = 2f (x) + ln 3 − 1 − ′f x2( ) x − x2( )   

  Dh = Df = 0, + ∞( )   

 H εφ της Cf  στο x = x2   

  y − f x2( ) = ′f x2( ) x − x2( )   

  y = ′f x2( ) x − x2( )   
 Αφού η f: κυρτή 
  f (x) ≥ ′f x2( ) x − x2( )  (1) µε την "=" µόνο για x = x2    

 Επίσης f (x) ≥ f 1( )   (2) αφού x = 1  Θ. ολ. ελάχ. 

  (1) + (2):   2f (x) ≥ ′f x2( ) x − x2( ) + f 1( )   

 όµως η "=" στην (1) ισχύει για x = x2  
 και η "=" στην (2) ισχύει για x = 1.   
 Επιπλέον x2 ≠ 1  

 άρα 2f (x) > ′f x2( ) x − x2( ) + 1 − ln 3  άρα η εξίσωση είναι αδύνατη  

 στο 0, + ∞( )   

 
Επιµέλεια απαντήσεων των θεµάτων: Τοµέας Μαθηµατικών 

 

Αξιολόγηση θεµάτων 

Τα θέµατα χαρακτηρίζονται ως ποιοτικά, σωστά δοµηµένα, 

διατυπωµένα µε σαφήνεια, καλύπτουν σχεδόν όλη την ύλη. 


